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4.2.2 Das Master-Theorem

Bei der Analyse von Divide and Conquer Verfahren st63t man meist auf Re-
kursionen, die sich nicht als lineare Rekursionen formulieren lassen. So fiihr-
te der Mergesort-Algorithmus beispielsweise zu der Rekursionsgleichung

Cn:CLn/QJ—FC[n/Q]—FTL fiirallen > 1 und C; = 0.

Lost man allgemein ein Problem der Gro8e n dadurch, dass man es in «
Teilprobleme der Grole n/fS aufteilt, so erhdlt man fiir die Laufzeit T'(n)
eine Rekursion der Form

T(n) = a-T(n/B) + f(n),

wobei f(n) die Summe der Laufzeiten fiir die Aufteilung in Teilprobleme
wihrend der Divide-Phase und dem Zusammensetzen der Losungen der
Teilprobleme zu einer Lésung des Gesamtproblems wéhrend des Conquer-
Schritt ist. In konkreten Anwendungen wird die Rekursionsgleichung meist
noch dadurch komplizierter, dass die Teilprobleme eine ganzzahlige Gro-
Be haben miissen. Man wird also um den Term n// noch geeignet obere
und/oder untere GauSklammern einftigen miissen. Fiir eine asymptotische
Laufzeitanalyse ist dies jedoch gliicklicherweise unerheblich. Dartiber hin-
aus kann man die Laufzeit sehr einfach aus den Werten fiir o und 8 und
f(n) ablesen. Die entsprechende Aussage ist in der angelséchsischen Litera-
tur unter dem Namen Master-Theorem bekannt.

Satz 4.19 (Master-Theorem) Seien a« > 1, > 1 und C > 0 Konstanten
und sei f(n) eine positive Funktion. Weiter seien ¢1(n), . . ., co(n) Funktionen mit
lei(n)] < C fiirallel < i < aundn € N Ist dann T'(n) eine Funktion mit
T(1) =0, die fiir n > 1 die Rekursionsgleichung

T(n)=Tn/B+ci(n) +---+T(n/B +ca(n)) + f(n)
erfiillt, dann gilt

OMm% %), falls f(n) = O(n'8s °—) fiir cin & > 0,
T(n) = < O(f(n)logn), falls f(n) = ©(n'°8s *(logn)?) fiir ein § > 0,
O(f(n)), falls f(n) = Q(nl°8s *+=) fiir ein ¢ > 0.

Der Beweis des Master-Theorems sprengt den Rahmen dieses Buches. Um
jedoch zumindest die Beweisidee vorstellen zu kénnen, beweisen wir eine
vereinfachte Form, bei der das urspriingliche Problem ebenfalls in a Teil-
probleme der Grofle n/f geteilt wird, allerdings ignorieren wir jetzt die



